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В заметке сопоставляются две концепции натурального числа - концепция 
количественная (основанная на использовании теоретико-множественного 
подхода) и концепция порядковая, опирающаяся на систему аксиом Пеано. 
Ставится имеющий методическое значение вопрос: насколько эти концепции 
зависимы друг от друга и можно ли говорить о том, что какая-то одна из них 
является более фундаментальной , чем другая. В заметке показывается, что 
теоретико-множественная концепция является более фундаментальной, 
поскольку само понятие количественного натурального числа может быть 
введено без опоры на понятие пересчета объектов, в то время как построе-
ние системы порядковых чисел неизбежно приводит к неявному построению 
системы количественных натуральных чисел. Полученный результат может 
быть полезен при углубленном изучении данной темы. 

In the note, two concepts of the natural number are compared: the quantitative con-
cept (based upon the notion of f finite set) and the ordinal concept, based upon the 
Peano axiom system. The question posed is of a methodical significance: to what 
extent are these concepts dependent on each other and whether one can say that one 
of them is more fundamental than the other. The note shows that the quantitative con-
cept is more fundamental, since the notion of a quantitative natural number can be 
introduced without reliance on the concept of recounting objects, while the construc-
tion of a system of ordinal numbers inevitably leads to an implicit construction of a 
system of quantitative natural numbers. The result obtained can be useful in depth 
study of this topic.  

Количественное и порядковое натуральное число мирно сосу-

ществуют в учебниках, причем ни одно из них не может, по большому 

счету, обойтись без другого. Напомним читателю, что количественное 

натуральное число определяется как класс всех равномощных друг 

другу конечных множеств, а порядковое натуральное число определя-

ется при помощи системы аксиом Пеано.  
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Сложности с количественным натуральным числом возникают 

в связи с определением конченого множества, которое определяется 

(по Дедекинду) как множество, не равномощное никакому своему 

подмножеству, отличному от него самого. Доказательство такого, ка-

залось бы, очевидного факта, что объединение двух конечных мно-

жеств конечно, оказывается непростым и требует привлечения аксио-

матической теории Пеано. В результате количественная теория нату-

ральных чисел перестает быть замкнутой, что является ее несомнен-

ным техническим недостатком. 

Что касается теории порядковых натуральных чисел, основан-

ной на системе аксиом Пеано, то ее основным идейным (а не техниче-

ским) недостатком является искусственность определения основных 

арифметических операций и неочевидность (в рамках этой теории) 

таких очевидных в количественной теории свойств как, например, 

коммутативность сложения. 

В результате мы видим, что обе эти теории вынуждены сосу-

ществовать, и ни одна из них не может обходиться без другой. 

В данной заметке мы обсуждаем вопрос, который не встречал-

ся нам в педагогической и математической  литературе: какое из двух 

понятий – “количественное натуральное число” и “порядковое нату-

ральное число” – является более фундаментальным? 

Речь идет , таким образом, не о соответствующих теориях, ко-

торые вынуждены вести совместное существование, а лишь об их ис-

ходных понятиях. 

Покажем, прежде всего, что, создавая систему порядковых чи-

сел, мы неизбежно (хотя и неявно) создаем систему количественных 

чисел. Для того, чтобы сделать это утверждение более ясным, предста-

вим себе, что в классной комнате «А» перед Учителем на столе разло-

жены в беспорядке каких-нибудь предметы (например, это могут быть 

шахматные фигуры, камни, фрукты – что угодно). У Учителя имеется 

упорядоченный набор деревянных табличек с надписями «первый», 

«второй», «третий», … Эти таблички – материализованная способ-

ность Учителя нумеровать по порядку предметы. И эти таблички 

Учитель раскладывает одну за другой перед каждым из предметов, 

выложенных на столе. В каком порядке нумеровать выложенные 

предметы решает только он сам. Теперь в игру вступает Ассистент, у 

которого имеется аналогичный набор табличек, сделанных из пласт-

массы, на которых другим шрифтом (например, заглавными буквами) 

набраны те же слова «ПЕРВЫЙ», «ВТОРОЙ», «ТРЕТИЙ»  (Эти таб-

лички представляют собой материализованную способность Асси-

стента нумеровать предметы в том порядке, в котором он хочет.) 
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Ассистент легко устанавливает взаимно-однозначное соответ-

ствие между своими табличками и табличками Учителя, и в результате 

у них с Учителем образуется полное согласие относительно того, ка-

кой предмет – первый, какой – второй, и т.д. Теперь мы можем пред-

ставить себе других людей, каждого со своим набором табличек, и все 

они будут в состоянии разложить свои таблички в соответствии с таб-

личками Учителя. Заметим, однако, что согласованная нумерация 

предметов, разложенных на столе, оказалась возможной лишь потому, 

что между наборами табличек каждого из участников нашего экспери-

мента удавалось установить взаимно-однозначное соответствие (и 

притом единственным образом). Вот, например, соответствие между 

первой тройкой табличек Учителя и первой тройкой табличек Асси-

стента: 

«первый» ~ «ПЕРВЫЙ», 

«третий»  ~ «ТРЕТИЙ». 

Но при этом автоматически устанавливается взаимно-

однозначное соответствие между вообще любой тройкой предметов, 

пронумерованных Учителем (в любом другом числовом эксперименте) 

и любой тройкой предметов, пронумерованных Ассистентом.  

Понятно, что тем самым выделяется класс равномощных друг 

другу наборов (троек предметов). А такой класс мы как раз и услови-

лись считать количественным натуральным числом «три». Аналогич-

ное рассуждение проходит для произвольного порядкового номера n-

ый.  

Итак, мы обнаружили, что количественное натуральное число 

является неизбежным спутником порядкового натурального числа. 

На первый взгляд, может показаться, что порядковое число 

точно так же является неизбежным спутником количественного числа. 

Это обманчивое впечатление возникает, если, устанавливая взаимно-

однозначное соответствие между двумя конечными множествами, дей-

ствовать «по порядку». Сначала поставим в соответствие элементу А’ 

элемент В’, затем поставим в соответствие элементу A’’ элемент  B”, 

Однако так действовать необязательно. Представим себе следующую 

ситуацию. На двух противоположных краях стола разложены соответ-

ственно шариковые ручки без колпачков и колпачки от ручек. (Для 

определенности считаем, что колпачков больше, чем ручек.) В комна-

ту заходит несколько экспериментаторов, перед которыми поставлена 

задача: надеть колпачки на все ручки. Когда экспериментаторы справ-

ляются с задачей, очевидным образом устанавливается взаимно-

однозначное соответствие между подмножеством множества колпач-

ков и множеством ручек. Существенно, однако, что никакого пересче-
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та “по порядку” при этом не происходит, т.е. порядковое натуральное 

число не используется даже неявным образом.  

Аналогичным образом мы можем проверять, имеет ли место 

взаимно-однозначное соответствие между фиксированным конечным 

множеством любой природы и любым другим конечным множеством, 

не прибегая к пересчету. Тем самым (опять же, не прибегая к пересче-

ту) мы можем ввести в рассмотрение класс конечных множеств, рав-

номощных данному. Но такой класс и представляет собой “количест-

венное натуральное число”.     

Итак, мы пришли к ожидаемому результату: “количественное 

натуральное число” - более фундаментальное понятие, чем “порядко-

вое натуральное число”. Этот результат хорошо согласуется с недав-

ним достижением в нейробиологии: в человеческом мозге имеется 

специальная область, отвечающая за “чувство количества”. 
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