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ной системы задач по заданной теме. Автор статьи приводит 
примеры разноуровневых задач к разделу «Уравнения, неравенст-
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Изучение математики немыслимо без решения определенного на-

бора задач, соответствующих данному курсу. Задачи используются как 

очень эффективное средство усвоения школьниками понятий, методов, 

математических теорий, как наиболее действенное средство развития куль-

туры мышления учащихся, как незаменимое средство привития учащимся 

умений и навыков в практических применениях математики. Решение задач 

способствует достижению всех тех целей, которые ставятся перед обучени-

ем математике. Д. Пойа считал, что большую роль в повышении эффектив-

ности обучения решению задач играет подбор задач, предлагаемых в опре-

деленной последовательности, – это должно обеспечить большую само-

стоятельность учащихся при решении задач на основе использования, в 

первую очередь, аналогий и сравнений с ранее известными решенными 

задачами. Поэтому правильно составленная совокупность задач позволяет 

добиться более прочного и осознанного овладения школьниками математи-

ческими знаниями по теме. 

Приведем некоторые наиболее существенные требования к системе 

задач по теме, выделенные Тамарой Ивановной Ивановой [1, 151]. 

1. Среди упражнений должно быть достаточное число одно-, 

двухшаговых заданий для реализации этапа осознания, осмысления изу-

чаемых математических объектов и для формирования умственных дейст-

вий, непосредственно связанных с этими объектами. При отборе содержа-

ния упражнений учителю следует руководствоваться следующими принци-

пами: полноты, однотипности, контрпримеров, сравнения, непрерывного 

повторения, вариативности, единственного различия. 

2. При изучении каждой темы формируются вполне определенные 

общелогические и специфические умения, которые используются далее при 

изучении теории и решении задач. В системе задач по теме должно быть 
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достаточное количество задач, направленных на формирование выявлен-

ных умений. 

3. Чтобы включить знания учащихся в систему, важно среди задач 

по теме иметь комплексные задачи, т. е. задачи, при решении которых ис-

пользуются знания, полученные при изучении не только данной, но и пре-

дыдущих тем, а также при изучении других разделов математики и даже 

других предметов. 

4. В систему задач должны входить и задачи, специально направ-

ленные на формирование положительных качественных характеристик ума. 

Например, задачи с нестандартной постановкой вопроса, с практическим 

содержанием, задачи, допускающие несколько способов решения, задачи, 

на основе которых можно составить новые, в частности, обратные задачи, 

цепочки взаимосвязанных задач и т. д. 

5. Задачи всех перечисленных выше видов должны быть рассчита-

ны на учащихся  с различными уровнями подготовленности, т. е. система 

задач должна обеспечивать соблюдение принципа посильных трудностей.  

Соблюдение выделенных требований позволяет, с одной стороны, 

создать систему задач по теме, отвечающую поставленным целям, и, с дру-

гой, – обеспечить дифференцированное  обучение в рамках одного класса: 

одни учащиеся могут получать задачи базового уровня, отвечающих стан-

дарту, а другие  – задачи повышенного уровня, из последующих групп, и 

переходить к комплексным задачам. 

Приведем примеры разноуровневых задач, которые можно пред-

ложить к разделу «Уравнения, неравенства», при решении которых исполь-

зуются знания, полученные при изучении раздела «Функции». 

При решении таких задач происходит исследование возможности 

решения уравнения (неравенства) различными методами, выделение 

свойств, присущих функциям, отбор необходимых свойств для решения 

каждого конкретного уравнения (неравенства). Так, при решении заданий 

базового уровня используется одно свойство функций, при решении задач 

повышенного уровня осуществляется выбор нескольких свойств, использу-

ется возможность преобразования исходных условий, а при решении задач  

высокого (творческого) уровня добавляется применение комбинаций из-

вестных методов решения и поиск дополнительных данных для подведения 

задачи под типовой алгоритм. Таким образом, учитель ведет учащихся от 

предыдущего  задания к следующему, постепенно усложняя их. 

К заданиям базового уровня мы относим одношаговые задания, по-

зволяющие показать возможность использования свойств, а не только гра-

фика функций при решении. Однако и для решения такого задания следует 

соблюдать определенную последовательность шагов, позволяющую ис-

пользовать материал другого раздела для решения уравнений и неравенств. 

Приведем примерную последовательность шагов[2, 286]:  

а) определить структуру уравнения (неравенства): выяснить, из ка-

ких функций и каким образом оно составлено; 
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б) выбрать прием решения: исследовать на возможность решения 

алгебраическим, графическим или функциональным способом, сделать вы-

вод о выборе рационального способа решения; 

в) выделить свойства, присущие функциям, входящим в уравнение 

(неравенство) (ограниченность, монотонность, четность, нечетность и т.д.), 

то есть использовать материал из раздела «Функции»; 

г) решить уравнение (неравенство) с применением выбранных 

свойств. 

Приведем пример заданий базового уровня. 

Задача 1. Решить уравнение: 53 log ( 3)x x  
. 

Такой тип уравнений знаком учащимся из курса основной школы 

(например, 1 1x x    ), а также встречался и в курсе старшей школы 

при изучении раздела «Функции». Следует обратить внимание на то, что в 

основной школе приоритетным был метод алгебраический (возведения 

обеих частей уравнения в квадрат), при изучении функций в 10 классе – 

графический метод, а при изучении раздела «Уравнения, неравенства» од-

ним из часто используемых методов, наряду с аналитическим и графиче-

ским, становится функциональный метод.  

Однако присутствие логарифма в задаче делает невозможным ре-

шение данного уравнения алгебраическим способом. Один из возможных 

способов решения – графический. Однако построение графиков с исполь-

зованием преобразований у большинства школьников вызывает затрудне-

ния или отнимает много времени. И, кроме того, графический способ не 

всегда дает точное значение корня.  

Для решения этого уравнения будем использовать область опреде-

ления функций, входящих в его состав. Решив систему неравенств, 

3

;3 0

0,x

x

 


 
убеждаемся, что область определения функций, входящих в 

состав уравнения, не имеют ни одного общего числа. Поэтому уравнение 

решений не имеет. 

Ответ: решений нет. 

Задача 2. Решить уравнение: 31 log (2 )x x  
. 

Обратим внимание на то, что данное уравнение состоит из тех же 

функций, что и в предыдущей задаче. Однако решить эту задачу с исполь-

зованием только области определения функций нельзя. 

Облегчит решение использование свойства монотонности функ-

ций, входящих в уравнение: 
1y x 

и 3log (2 )y x 
. 

Если одна из функций 
( )y f x

, 
( )y g x

убывает, а другая воз-

растает на промежутке Х, то на данном промежутке уравнение 
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( ) ( )f x g x
 либо имеет только один корень, либо вообще не имеет кор-

ней. Если мы установим разную монотонность этих функций и каким-то 

образом подберем (угадаем) один корень уравнения, то, тем самым, полно-

стью решим уравнение [3, 181]. 

г) Заметим, что левая часть уравнения – возрастающая функ-

ция
y t

, а правая – убывающая функция 5logy t
. Применяя свойст-

во монотонности функции, можем утверждать, что больше одного корня 

такое уравнение иметь не может. Попробуем подобрать корень. Это сде-

лать нетрудно: 1x  . Итак, 1x  – единственный корень. 

Ответ: 1x  . 

Замечание. Чтобы процесс подбора корня уравнения не вызывал 

затруднения, можно использовать области определения функций, входя-

щих в уравнения, то есть найти промежуток Х, и уже из этого множества 

подбирать корень. 

Включение таких, казалось бы, однотипных заданий в базовый 

уровень позволяет показать учащимся возможность выбора необходимого 

свойства функций для решения каждой конкретной задачи. 

Рассмотрим задания повышенного уровня сложности. 

В этот блок заданий, как было уже сказано выше, входят задания, 

при решении которых: 

 применяется не одно, а несколько свойств функций; 

 выбор применяемого свойства неочевиден (то есть, прежде 

чем выбирать используемое свойство, необходимо выполнить 

преобразования); 

 существуют разные способы решения в зависимости от ис-

пользуемых свойств.   

Задача 3. Решить уравнение: 5log (4 ) 2 1 2x x   
. 

При решении данной задачи используются свойства монотонности 

и область определения функции. Следует отметить, что и начало решения 

данного уравнения может осуществляться по-разному. Можно воспользо-

ваться теоремой о сумме двух возрастающих функций, а можно перенести 

одно из слагаемых в другую часть уравнения и получить функции, имею-

щие разный характер монотонности. Однако и в том, и в другом случае 

приходим к выводу, что если уравнение имеет корень, то он единственный. 

Можно не использовать второе свойство – область определения функции, а 

действовать методом подбора. Но найдя область определения, мы сущест-

венно сужаем промежуток, в котором могут находиться корни этого урав-

нении. Так, зная, что 

1

2
x 

, мы не проверяем отрицательные корни и 
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ноль. Поэтому первое число, которое проверяем – это 1. Убеждаемся под-

становкой, что  1x   является корнем.  

Ответ: 1x  . 

Задача 4. Решить уравнение: 

2

0,2log (2 1) 2 16x x x   
. 

При решении  этой задачи также целесообразно использовать два 

свойства – область определения и монотонность. Но если в предыдущей 

задаче было возможно обойтись без нахождения области определения 

функций, входящих в состав уравнения, то в этой задаче без использования 

этого свойства не обойтись, так как функция, стоящая в правой части урав-

нения, на разных промежутках имеет разный характер монотонности.  

Заметим, что область определения функции 

0,2log (2 1)y x 
есть промежуток 

1
;

2

 
 

  , и функция является убы-

вающей на всей области определения. Функция, стоящая в правой части 

уравнения – квадратичная, промежутки монотонности зависят от абсциссы 

вершины параболы (абсцисса вершины параболы 

1

4
x 

), поэтому функ-

ция возрастает на промежутке 

1
;

4

 


  , а убывает 

1
;
4

 
 
  . Таким об-

разом, мы убеждаемся, что на области допустимых значений уравнения 

(

1

2
x 

)функции, входящие в состав уравнения, имеют разный характер 

монотонности. Поэтому мы можем утверждать, что на промежутке 

1
;

2

 
 

  больше одного корня такое уравнение иметь не может. Попробу-

ем подобрать корень. Это сделать нетрудно: 3x  . Итак, 3x   – единст-

венный корень. 

Ответ: 3x  . 

Рассмотрим задания повышенного (творческого) уровня. В реше-

ние заданий этого уровня также используется возможность преобразования 

исходных условий, добавляется применение комбинаций известных мето-

дов решения  и, часто, поиск дополнительных данных для подведения зада-

чи под типовой алгоритм применения функционального метода. 

Задача 5. Решить уравнение: 

4log (7 3)
0,5

40 3

x

x




 . 
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Данная задача по алгоритму решения совпадает с задачей 3. Одна-

ко, для того чтобы воспользоваться этим алгоритмом, необходимо найти 

область определения и выполнить преобразование данного уравнения. 

Умножим обе части уравнения на 2 40 3x , предварительно 

определив, что область определения данного уравнения промежуток 

3 40
;

7 3

 
 
  . Получим 42log (7 3) 40 3x x  

. Исследуя уравнение, 

приведенное к такому виду, легко видеть, что его решение будет осуществ-

ляться по уже знакомому алгоритму. 

Данное уравнение нельзя решить алгебраическим способом. Один 

из возможных способов решения – графический. Но, как уже говорилось в 

1 задаче, построение графиков с использованием преобразований у боль-

шинства школьников вызывает затруднение или отнимает много времени. 

Воспользуемся свойством монотонности, учитывая, что функ-

ция 42log (7 3)y x 
возрастает, а функция 

y 40 3x 
 убывает на 

промежутке 

3 40
;

7 3

 
 
  , то можем утверждать, что больше одного корня 

такое уравнение иметь не может. Попробуем подобрать корень из проме-

жутка 

3 40
;

7 3

 
 
  . Проверкой убеждаемся, что 5x   является корнем урав-

нения. 

Ответ: 5x  . 

Задача 6. Решить уравнение: 
22 x 2 1

3 0,3log (x 2 2) log 3 0xx     
. 

При решении данной задачи используется не только функциональ-

ный метод решения уравнения, но и метод замены переменных. Таким об-

разом, необходимо использовать метод замены переменных для преобразо-

вания уравнения и решения его по типовому алгоритму функционального 

метода. 

Отметим, что областью определения  функций, входящих в левую 

часть уравнения, является множество всех действительных чисел. Предста-

вим уравнение в виде 

22 ( 1)

3 0,3log (( 1) 1) log 3 xx   
. Осуществим 

замену: 

2( 1)t x 
, t 0 . Получим уравнение 

3 0,3log ( 1) log 3tt  
. Воспользуемся свойством монотонности. Учи-
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тывая, что функция 3log ( 1)y t 
возрастает, а функция 

0,3log 3ty 
 убывает при t 0 , то можем утверждать, что больше 

одного корня такое уравнение иметь не может. Попробуем подобрать ко-

рень. Проверкой убеждаемся, что 0t   является корнем уравнения. Вер-

нувшись к замене, находим, что 1x  . 

Ответ: 1x  . 

Последняя задача интересна еще и тем, что для ее решения можно 

воспользоваться другим свойством функций – ограниченностью. Оценим 

левую и правую части уравнения 

22 ( 1)

3 0,3log (( 1) 1) log 3 xx   
. Для 

левой части уравнения:

2( 1) 1 1x   
, 

2

3log (( 1) 1) 0x  
. Для 

правой части: 

2( 1) 0x  
, 

2( 1)3 1x  , 

2( 1)

0,3log 3 0x 
. Таким обра-

зом, наименьшее значение, которое может принимать функция в правой 

части, равно 0; наибольшее значение, которое может принимать функция в 

левой части, также равно 0. Поэтому уравнение 
22 ( 1)

3 0,3log (( 1) 1) log 3 xx   
равносильно системе 

2

2

3

( 1)

0,3

log (( 1) 1) 0,

log 3 0.x

x



   


  

Первое уравнение системы имеет корень 1x  . 

При проверке убеждаемся, что 1x   является и корнем второго 

уравнения. 

Включение в систему задач, которые решаются несколькими спо-

собами, побуждает учащихся к поиску различных приемов решения задачи, 

помогает восполнить пробелы в ранее изученных темах, способствует раз-

витию гибкости и критичности мышления учащихся. 

В данной статье приведены примеры разноуровневых задач по те-

ме «Логарифмические уравнения», которые позволят не только позабо-

титься об усвоении базовой составляющей курса алгебры и начал анализа 

(усвоение изученных правил, формул, методов), но и о реализации одной 

из главных целей обучения математике – развитию мышления учащихся, в 

частности, математического. На это и направлена система задач, диффе-

ренцированных в зависимости от индивидуальных способностей старше-

классников, использование которой значительно повышает качество полу-

ченных знаний у учащихся. 
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